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[a, b] da chegaralangan f(x) funksiya berilgan bo’lsin. Ushbu
sup [f(x;) — f(x,)] £ w(f,8)

Xy —Xo |8
a=x,y % =h
O=&zb-—a

funksiyaga f(X) funksiyaning modul uzluksizligi deyiladi.

Takidlaymizki, lims_, w(f, §) = 0 shart f(x) funksiyaning uzluksiz bo’lishi uchun zaruriy va yetarli
shart bo’ladi.

[2, b] da uzluksiz bo’lgan funksiyalar sinfini C;. ) deb belgilaymiz. Biz bundan keyin f(t) € C:op;
deb garaymiz.

Uzluksiz funksiyaning modul uzluksizligi ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib chiqadi:
1°. w(f,0) =0

2% w(f,8) funksiya 8 bo’yicha kamayuvchi.

3% w(f8) yarim additiv, ya’ni

w(f,8, +8,) = w(f,8,) +w(fs,)

"-1*0. m(fj 5), ) bo’yicha [HJ b] da uzluksiz funksiya bo’ladi.

1-ta’rif. Agar w(8) (0 <8 =1, =b —a) funksiya 1° — 4%hartlarni ganoatlantirsa, u holda
uzluksiz funksiyaning modul uzluksizligi deyiladi.

1-lemma. w(8) (3,15] da T, @(8) = 0, yarim additiv bo’lsa, u holda
Vt.,t, € (a 1] uchun |@(t,) — @(t;)| =< @Clt; — t,] o’rinli.
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w(8)-modul uzluksiz bo’lsin. U holda w(f, 8) = w(8) bo’ladi.
Hagigatdan ham

©(w,8) = sup |0(8)-w(E)l = sup (|8, —8,]) = w(®)
5,-8,|<8 §,-5,|<8

ikkinchi tomondan w(w, 8) = w(8) — w(0) = w(8§),
ya’'ni w(w,8) = w(8).
P (5)

2-lemma. Agar [0,b —a] da kamaymovchi, uzluksiz bo’lgan @(8) funksiya: (0) =10, ~

o’smovchi bo’lsa, u holda w (8)-modul uzluksiz bo’1di.

Isbot. @ (&) funksiya uchun 1%, 2% va 4% lar lemmaning shartiga ko’ra bajariladi. 3% munosabat
quyidagi

@(8, +65) @(8; +8,;)
5. +8,)=8,  ——— = 4+ §, - —= =T =
P8, +8;) =3 8, + 6, 28, +6,

@(8,) @(8,)
. _|_5ﬂ .
84 <8,

&

= 8, = @(8,) + @(8,).

Takidlaymizki, % ning o’smovchi bo’lishlik sharti modul uzluksiz uchun yetarli shart bo’lib
hisoblanadi.

Modul uzluksizlikning navbatdagi xossasi:

59, Agar @ (8)-modul uzluksiz bo’Isa, u holda VA € R (A = 0) uchun

w(A8) = (A + Dw(s) Q)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.

Isbot. @) ¥n € N bo’Isin. Bu xossaning isboti 3° xossadan bevosita kelib chiqadi, ya’ni

wd, +8)=wd,)+wlb,)= 6,=6 =25

deb olsak,

w(28) = 2 w(s)

Matematik induksiya usuli yordamida w(n8) = n w(8) tengsizlikning o’rinli ekanligini ko’rsatish
mumkin.

b) VA € Rbolib, (A > 0)n < A < n + 1 bo’Isin. Ma’lumki, @(85)-monoton o’suvchi funksiya. U
holda w(A8) = w(n+1)8 = (A + Dw(8).
6°. 8, = 8, bo’lsin. U holda

w(8,) = w [31 2—) < (2— + 1)m(31) — 2—(1 + 2—:)03(61) < 22—jw(51)-

1

Keyingi tengsizlikdan V&4 = &5 bo’lganda

=2
Gz Sy

e P
0-7"\82.] 0_‘;.'.\81_]

*)

LABORATORIUM

Kielce: Laboratorium Wiedzy Artur Borcuch %‘%3 WIEDZY

Artur Borcuch

Copyright © 2023 All rights reserved International Journal for Gospodarka i
Innowacje This work licensed under a Creative Commons Attribution 4.0



International Journal of Economy and Innovation | Volume 33 | Gospodarka i Innowacje

(&)
bo’ladi. Bu xossadan % —deyarli kamaymovchi funksiya ekanligi kelib chigadi.

©(8) (0,l;] da aniglangan musbat funksiya bo’lsin.
2-ta’rif. Agar 3A = 0 (A, = 0) topilib, V0 < &, << &5 lar uchun

@(6;) = Ap(8,) (©(8,) = Aw(8,)) bo’lsa, u holda @(8) funksiya (0,1,] da deyarli o’suvchi
(deyarli kamayuvchi) deyiladi.

3-lemma. Agar m(s)-modul uzluksiz bo’lsa, u holda

1 1 g6 .

Se@) = gf.:,. w(dt< @(8) )
tengsizlik o’rinli bo’ladi.

Isbot. w(8)-modul uzluksiz bo’lsin.= %j: w(t)dt = %jﬂa w(8)dt = w(8§).
& & &
0(®) =2 [ o®dt < [ () - w®)d <[ o(Ddy, [§-t=T]

1 1 rB
Ecp{S) < E-[::- w(t)dT .
4-lemma. Agar M(S)-modul uzluksiz bo’lsa, u holda

1 Xty 1 rx 1 r¥
o m(t)dti_—f m(t)dt+;jﬂ w(t)dt 3)

Xty x -0
(bunda 0 = x,¥,x + ¥ = ;) tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Isbot. (3)day = x deb olish bilan topamiz:

_::'I:i-l-ﬂ'.lxm':t:ldt . _|'Dmo:.(t]dt x
— =—+ fD w(t)dt (4)
(4) ning to’g’riligi ushbu
® oox (1+a)x
= [ dt+l ] m(tju:lt—L ﬂ w(t)dt
V@) = | wdt+ el
0 0 0

funksiyaning X = 0 da }/(0) = 0 bo’lishi va uning kamaymovchi ekanligidan kelib chigadi.

1-teorema. Agar W (8)-modul uzluksiz bo’lsa, u holda
&
17
W' (8) =3 | o®dt
0

funksiya ham modul uzluksiz bo’ladi.

Isbot. Agar (2) tengsizlikni e’tiborga olsak, u holda

%i_r.l.},. w(8) =0

ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas. 2.1.2-lemmaga asosan (m"(S))" =0, ya’ni w (8)-
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kamaymovchi funksiya. Ravshnki w”(8) —uzluksiz. @™ (&) ning yarm additivligi 2.1.3-Immadan kelib
chiqadi. Shu bilan teorema isbot bo’ldi.

©(8) va W(8) funksiyalar (0,1,] da aniglangan noldan farqli, musbat uzluksiz bo’lsin.
3-ta’rif. Agar 3A,, A, = 0 sonlar mavjud bo’lib, ¥8,,8, € (0,1,] lar uchun

AU(8) = @(8) = A, P(8)

tengsizlik bajarilsa, u holda @ (&) va W(85) funksiyalar (0,1,] da ekvivalent (@~ deyiladi.
4-ta’rif. Agar JA = 0 soni mavjud bo’lib, V0 < &; < &, < 1 lar uchun

©(5;) = Ap(5;)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda @ (&) funksiya (0,1,] da deyarli o’suvchi deyiladi.

5-ta’rif. Agar 3A; = 0 son mavjud bo’lib, V0 << &, << &, < 1, lar uchun

©(5;) = A, (8;)

tengsizlik bajarilsa, u holda ¢ (&) funksiya (0,1, ] da deyarli kamayuvchi deyiladi.
Takidlaymizl;;, agar M= @(8§) = a=0 (0 =8 = 1) bo’lsa, u holda u deyarli 0’suvchi bo’ladi.
Bu holda = —.

0

(s) . . i .
Agar ¢(&)-modul uzluksiz bo’lsa, u holda (*) tengsizlikdan qj?l ning deyarli kamayuvchi funksiya
bo’lishligi kelib chiqadi.

Ravshanki, agar @ (&)~W(&) bo’lib, ¢ (8) ning deyrli o’suvchi (deyarli kamayuvchi) ligidan W(&)
ning deyarli o’suvchi (deyarli kamayuvchi) ligi kelib chiqadi.

5-lemma. @ (&) funksiya deyarli o’suvchi (deyarli kamayuvchi) bo’lishligi uchun kamaymovchi
(o’smovchi) funksiyaga ekvivalent bo’lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Yetarliligi. (&) funksiya biror kamaymovchi W(&) funksiyaga ekvivalent, ya’ni @ {8)~(&)
bo’Isin. 2.1.2-ta’rifga ko’ra A4, A> = 0 sonlari mavjud bo’lib, ¥0 < & = 1 lar uchun

A W(8) = @(8) = A,(8) tengsizlik bajariladi. 8, < 8; bo’lsin. U holda yuqoridagi
tengsizlikdan
o’suvchi.

Zarurligi. () deyarli o’suvchi funksiya bo’lsin, ya’ni V0 << 6, < &, € (0,1;] lar uchun

©(5;) = Ap(5;) (5)

ushbu

YE) = g = e @) ©)
0<n< P

funksiyani tuzamiz.

Ravshanki, W(&) funksiya kamaymovchi. Endi kamaymoovchi W(8) funksiyaning ¢ (&) funksiyaga
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ekvivalentligini ko’rstamiz: W(8) funksiyaning tuzulishidan @ (&) = W(&) . (5) dan
1 (0 << n << 8) uchun

(M) = A@p(8) = Y(8) = suppyes P(M) = A @(8), W(8) = Ap(d).

(6) ni e’tiborga olib topamiz: ilj}(ﬁ) = (8) = (8) tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan
@(5)~(8) ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunday yo’l bilan lemmaning ikkinchi gismi ham isbot gilindi, ya’ni : (&) funksiya deyarli
kamayuvchi bo’lishligi uchun uning biror o’smovchi funksiyaga ekvivalent bo’lishi zarur va yetarlidir.
Xulosa.

Ushbu maqola umumlashgan Gyolder fazosida funksiyaning uzluksizlik moduli va uning asosiy
xossalari o’rganishga bag’ishlangan.
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