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 В этом работе доказано, что ренормализации 
гомеоморфизмов окружности с иррациональным 
числом вращения, с одной точкой излома и 
удовлетворяющих условиям гладкости Кацнельсона и 

Орнстейна аппроксимируются функциями )(,, zF
nnn mba

  

и  )(,,, zG
nnnn cmba

.  
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Теория гомеоморфизмов окружности составляет одно из важных направлений современной 

теории нелинейных систем. 

Впервые гомеоморфизмы окружности изучались А.Пуанкаре в связи с задачами небесной 

механики [5].  

Классическая теорема Данжуа утверждает, что диффеоморфизм окружности из класса 

)( 12 SC топологически сопряжен с линейным поворотом T , т.е. существует гомеоморфизм   

такой, что    TT f  . В теории одномерных отображений центральной является проблема 

гладкости сопряжения  . Для диффеоморфизма окружности эта проблема была решена в 

определенном смысле полностью в конце 1980 –ых годов в работах Синая и Ханина, 

Кацнельсона и Орнстейна. При этом существенно использовался метод ренормализационной 

группы (РГ).  

В теории динамических систем метод РГ впервые был использован М.Фейгенбаумом в 1978 

году, для построения теории универсальности. Этот метод с успехом применяется для изучения 

гомеоморфизмов окружности. Синай и Ханин доказали, что ренормализации диффеоморфизмов 

окружности из класса 0),( 12   SC , с иррациональным числом вращения, 

аппроксимируются (в 
2C -норме) линейными отображениями.  

Важным классом с особенностями являются гомеоморфизмы окружности с изломами. 
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Поведение ренормализаций для гомеоморфизмов окружности из класса }){\( 12

bxSC 
, с 

одной точкой излома bx  и иррациональным числом вращения изучалось Вул и Ханиным. 

Естественным является изучение поведения ренормализаций гомеоморфизмов окружности с 

изломами с более низкой гладкостью [4].  

Рассмотрим сохраняющий ориентацию гомеоморфизм 
fT  единичной окружности  

)1,0[)},({ 1  SxxfxT f
 (1.1) 

где скобка }{ - обозначает дробную часть числа, а )(xf -определяющая функция 
fT , 

удовлетворяет следующим условиям: 

  1c  )(xf -непрерывная, строго возрастающая функция на 
1R ; 

  2c  1)()1(  xfxf  для любого 
1Rx ; 

  3c  гомеоморфизм xT f
 в точке bxx   имеет излом, т.е. существуют  

конечные односторонние производные 0)0(' bxf  и )0(')0('  bb xfxf ;  

  4c  )(' xf -абсолютно непрерывная функция на ]1,[ bb xx  и );(" 1 dlSLf p  при некотором 

1p .  

Число 
)0('

)0('
)(






b

b
bf

xf

xf
x  называется величиной излома 

fT  в точке bxx  . Условие 

 4c  называется условием гладкости Кацнельсона и Орнстейна [3].  

Пусть число вращения )( fT   иррационально и разложение   в непрерывную дробь имеет 

вид:  

,...],...,,[ 21 nkkk . 

Положим 

1],,...,,[ 21  nkkk
q

p
n

n

n
. 

Числа nq -удовлетворяют разностному уравнению: 

1,,1, 110111   nkqqqqkq nnnn . 

Обозначим особую точку bx  через 0x  и рассмотрим ее итерации, т.е. 1,0  ixTx i

fi
. 

Обозначим )( 0

)(

0

)(

0 xnn  -замкнутый отрезок соединяющий точки 0x  и 
nqx .  

Обозначим через )( 0xVV nn   замкнутый интервал соединяющий точки 
nqx  и 

1nqx . Ясно, что 

)1(

0

)(

0

 nn

nV  . Интервал nV -называется n -ой ренормализационной окрестностью точки 0x . 

Определим отображение Пуанкаре по формуле: 
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















.,

},{\,
)(

)1(
0

0
)(

0
1

nq

f

nq

f

n
xеслиxT

xxеслиxT
x

n

n

  (1.2) 

По общей схеме метода ренормализационной группы (РГ) нас интересует главным образом 

поведение отображения Пуанкаре ),(xn  при n . Поскольку длина отрезка nV  

экспоненциально стремится к нулю и nq  при n , поведение )(xn  удобно изучить 

в новых перенормированных координатах.  

Введем перенормированные координаты z  на nV : 

n

q

Vx
xx

xx
z

n





 ,

0

0
 (1.3) 

Обозначим 

n

n

q

q

n
xx

xx
a




 

0

01 . Очевидно, что 0na . При nVx , соответствующие координаты 

z  принимают значения от 1  до na . В новых координатах отображению n  соответствует 

следующая пара ),( nn gf : 

,
))((

)(

,
))((

)(
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000

0

1000
1

n

n

n

n

n

n

q

nq

q

n

q

nq

q

n

xx

pxxxzxf
zg

xx

pxxxzxf
zf














 (1.4) 

Пара функции ),( nn gf  называется n -ой ренормализацией отображения n . Положим 

1,1,)(

0

)(  niT ni

f

n

i
. Пусть для определенности n -нечетное число, тогда имеет место 

соотношение 
nn qq xxx  01
. 

 Система отрезков }0,;0,{ 1

)()1(



  n

n

jn

n

in qjqi  образует разбиение окружности 

[6]. При этом соседние два отрезки из n  пересекаются одной лишь концевой точкой.  

В этом работе, мы покажем что пара функции  )(),( zgzf nn  являются почти дробно-

линейными функциями.  

 Рассмотрим семейство пар дробно-линейных функций вида  

zcmac

zbmcac
zG

zm

zbmaa
zF cmbamba

)(

)(
)(,

)1(1

)(
)( ,,,,,









 . (1.5) 

Это семейство играет исключительно важную роль в теории гомеоморфизмов с изломами, 

поскольку ренормализации  nn gf ,  таких гомеоморфизмов приближаются к семейству пар вида 

(1.5), в пределе при n . Более точно, справедливо следующее утверждение. Пусть 
fT -

произвольный гомеоморфизм, поднятие функция f , удовлетворяет условиям )()( 41 cc  , а 
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число вращения )( fT   иррационально. Положим nc  для чѐтных n  и 


1
nc  для 

нечѐтных, где   -величина излома. Обозначим 

0

01

xx

xx
b

n

nn

q

qq

n



 

, 

0

0 1

xx

xx
a

n

n

q

q

n



  . 

Теорема 1. Пусть поднятие f  гомеоморфизма 
fT  удовлетворяет условиям )()( 41 cc   и число 

вращения )( fT   иррационально. Тогда существует числовая последовательность 

  21
l

nn 



  зависящая только от 

fT , такая, что для всех 1n   

.)()(

,)()(

1

0

0

1

nn

a

nn

nnn

aconstdlzGzg

constdlzFzf

n
















 

Доказательство. По определению координат 0z  и z :  

0

0
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xx
z

nq 
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nq 
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nn

nVx  
,. 

Отсюда вытекает, что zz 0 . Если 
)1(

0

 nx , то  
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

 

Значить, если ]1;0[0 z  то ]0;1[z  и если ]1;0[0 t , то ];0[ naz . 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы 1.  

Теперь покажем, что )(zfn  и 
zm

zmbaa
zFzF

n

nnnn
mban nnn )1(1

)(
)()( ,,




   

отличаются от )( 01
zz

nq 
 и )( 01 zH n  лишь заменой координат ,0 zz   

:)(
1


nqnnn zbaaz  

Таким образом 
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).()()( 1 zHbaazF nnnnn    
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Отсюда вытекает, что )()()()( 1 zDbazFzf nnnnn   . С другой стороны  

zm

zmbaa
zFzF

n

nnnn
mban nnn )1(1

)(
)()( ,,




 . Используя теорему 1 получаем 

nLn czD 1])1,0([1

)(  . Из теоремы Данжуа 
v

nn eba  . Учитывая это получим первое 

утверждение теоремы 1. Для доказательства второго неравенства теоремы 1 сравним nf  и 1ng . 

Поскольку обе функции отвечают одному и тому же отображению, но в разных системах 

координат, то 
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

. 

Используя это получаем второе утверждение теоремы 1. Теорема 1 доказана.  
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