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Рассматривается обратная задача определения функции источника   в 

одномерном линейном гиперболическом уравнении с постоянными 

коэффициентами и постоянным запаздыванием по времени. В качестве 

дополнительной информации задано значение решения в фиксированной 

внутренней точке   области. Методом Фурье задача сведена к 

интегральному уравнению Вольтерра первого рода со свёрточным ядром, а 

затем двукратным дифференцированием — к уравнению Вольтерра второго 

рода. Доказано, что при   и выполнении условий согласования данных 

обратная задача имеет единственное решение, и получена оценка 

устойчивости по норме   дополнительных данных. Приведён алгоритм 

решения. Результаты могут быть использованы при идентификации 

динамических систем с запаздыванием. 
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1  Введение 

Обратные задачи являются одним из актуальных направлений современной математической физики. 

В таких задачах коэффициенты уравнения, функция источника, начальные или граничные условия 

частично неизвестны, и для их определения используется дополнительная информация о решении [1]. 

Уравнения с запаздывающим аргументом возникают при моделировании процессов в биологии и в 

теории управления где реакция системы зависит от её состояния в предшествующий момент времени. 

Обратные задачи для таких уравнений изучены заметно меньше, чем для уравнений без 

запаздывания. Для параболических уравнений с запаздыванием задачи идентификации 

рассматривались в для гиперболических — в [2]. Обратные задачи определения источников и 

коэффициентов для гиперболических уравнений без запаздывания, в том числе методом оценок 

Карлемана, исследованы в [3]. 
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В настоящей работе рассматривается задача определения зависящей от времени функции источника 

( )f t
 в уравнении (1) по значению решения в фиксированной внутренней точке 0

x
. Основная идея — 

использование фундаментальных решений 
( )

n
Z t

 задач с запаздыванием для коэффициентов Фурье, 

что приводит к свёрточному уравнению Вольтерра относительно f . Показано, что ключевым 

условием разрешимости является 0
( ) 0h x ¹

, и что для получения уравнения второго рода 

необходимо двукратное дифференцирование дополнительных данных, т.е. задача некорректна в 

обычном смысле (см. замечание 2). 

2  Постановка прямой задачи 

Пусть 
= {( , ) : 0 < < , 0 < }

T
Q x t x t Tp £

, 
= [0, ] [0, ]TQ Tp ´

, > 0t  — постоянное 

запаздывание, > 0a , b Î R . В области T
Q

 рассматривается уравнение  

 

2( , ) ( , ) ( , ) = ( ) ( ), ( , ) ,
tt xx T

u x t a u x t bu x t f t h x x t Qt- + - Î
 (1) 

с граничными условиями  

 
(0, ) = ( , ) = 0, [0, ],u t u t t Tp Î

 (2) 

предысторией и начальной скоростью  

 

( , ) = ( , ), [0, ], [ , 0];

( , 0) = ( ), [0, ].
t

u x t x t x t

u x x x

j p t

y p

Î Î -

Î
 (3) 

Здесь h , j , y  — заданные функции. Предполагаются следующие условия согласования и 

гладкости:  

 

( )(0, ) = ( , ) = 0 [ , 0] ,

(0, 0) = ( , 0) = 0, (0) = ( ) = 0.
xx xx

t t tj j p t

j j p y y p

Î -

 (4) 

(H1) 
2[0, ]h C pÎ

, 
(0) = ( ) = 0h h p

. 

(H2) 
( ), , , [0, ] [ , 0]

x xx xxx
Cj j j j p tÎ ´ -

, 
2[0, ]Cy pÎ

, и выполнены условия (4). 

Под решением понимается функция 
( )2,2

, Tx t
u C QÎ

, т.е. непрерывная в TQ
 вместе с 

, , ,
x xx t tt

u u u u
, 

удовлетворяющая (1)–(3). В прямой задаче функция 
[0, ]f C TÎ

 известна и требуется найти 
( , )u x t

. 

3  Постановка обратной задачи 

В обратной задаче функция 
( )f t

 неизвестна, а вместо неё задано значение решения во внутренней 

точке 0
(0, )x pÎ

:  

 
( )0

, = ( ), [0, ],u x t g t t TÎ
 (5) 

 где g  — заданная функция. 

Обратная задача. Найти пару функций 
{ ( , ), ( )}u x t f t

, 
( )2,2

, Tx t
u C QÎ

, 
[0, ]f C TÎ

, 

удовлетворяющую условиям (1)–(3) и дополнительному условию (5). 

Подставляя = 0t  в (5) и дифференцируя (5) по t  при = 0t , получаем необходимые условия 

согласования дополнительных данных: [4] 
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( ) ( )0 0

(0) = , 0 , (0) = .g x g xj y¢
 (6) 

4  Метод решения и основной результат 

4.1  Фундаментальное решение 

Пусть 
=

n
anw

, n Î N . Обозначим через 
( )

n
Z t

 решение задачи  

 

2' ( ) ( ) ( ) = 0 ( > 0),

( ) = 0 ( 0), '(0 ) = 1.

n n n n

n n

Z t Z t bZ t t

Z t t Z

w t¢ + + -

£ +
 (7) 

При 
[0, ]t tÎ

 имеем 
( )( ) = sin /

n n n
Z t tw w

, далее n
Z

 продолжается методом шагов [9, 10]. Явно,  

 

[ / ]

,
= 0

,0 , , 1 ,0

( ) = ( ) ( ),

sin
( ) = , = * ,

t
k

n n k
k

n

n n k n k n

n

Z t b J t k

t
J t J J J

t

t

w

w -

- -å

 (8) 

где 0
( * )( ) = ( ) ( )

t

u v t u t s v s ds-ò
. Формула (8) проверяется непосредственно (или 

преобразованием Лапласа: 

µ 2 2 1( ) = ( )p
n

n
Z p p be tw - -+ +

), так как 

2

, , , 1
' =

n k n n k n k
J J Jw

-
¢+

 при 

1k ³  и , ,
(0) = '(0) = 0

n k n k
J J

. 

Лемма 4.1 Для всех n Î N , 
[0, ]t TÎ

  

 
1 2

( ) , '( ) , ' ( ) ,
n n n

M
Z t Z t M Z t M n

n
¢£ £ £

 (9) 

где 
| | /

1
= bT aM e

, 1
= /M M a

, 
( )2

2
= | |M a b M+

.  

Proof. Индукцией по k  получаем 
( )1

,
( ) / !k k

n k n
J t t k w +£

 и 
( ),

'( ) / !k k

n k n
J t t k w£

 (используем 

, , 1 ,0
' = ' *

n k n k n
J J J

- , ,0
1 /

n n
J w£

, ,0
' 1

n
J £

). Так как n
aw ³

, из (8) следует 

( )1( ) | | / / ! /
k

n n nk
Z t b t k M nw w-£ £å

, и аналогично для 
'

n
Z

. Оценка для 
'

n
Z ¢

 следует из 

уравнения (7): 
2' = ( )

n n n n
Z Z bZ tw t¢ - - -

. [5] 

4.2  Представление решения 

Разложим решение в ряд Фурье по системе 1
{sin }

n
nx

³ , ортогональной на 
[0, ]p

:  

 
0

= 1

2
( , ) = ( ) sin , ( ) = ( , ) sin .

n n
n

u x t u t nx u t u x t nxdx
p

p

¥

å ò
 (10) 
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Умножая (1) на sinnx , интегрируя по x  и дважды по частям с учётом (2), получаем для 

коэффициентов задачу с запаздыванием  

 

2' ( ) ( ) ( ) = ( ),

( ) = ( ) ( 0), '(0) = ,

n n n n n

n n n n

u t u t bu t h f t

u t t t u

w t

j y

¢ + + -

£
 (11) 

где 
, ( ),

n n n
h tj y

 — коэффициенты Фурье функций 
, ( , ),h tj y×

 соответственно. Её решение имеет 

вид 
( )0

= *
n n n n

u u h Z f+
, где  

 

0

min( , )

0

( ) = (0) '( ) ( )

( ) ( )

n n n n n

t

n n

u t Z t Z t

b Z t d
t

j y

s j s t s

+

- - -ò
 (12) 

 — решение при 0f º . Следовательно, [6] 

 

0
0

= 1

0 0
= 1

( , ) = ( , ) sin ( ) ( ) ,

( , ) = ( ) sin .

t

n n
n

n
n

u x t u x t h nx Z t s f s ds

u x t u t nx

¥

¥

+ -å ò

å
 (13) 

Здесь 0
u

 — решение прямой задачи (1)–(3) при 0f º . 

Лемма 4.2 (ядро) Пусть выполнено (H1). Тогда ряд  

 

( )0
= 1

( ) = sin ( )
n n

n

K t h nx Z t
¥

å
 (14) 

можно дважды почленно дифференцировать на 
[0, ]T

, 
2[0, ]K C TÎ

, причём 
(0) = 0K

, 

( )0
(0) =K h x¢

.  

Proof. Интегрируя по частям дважды и используя 
(0) = ( ) = 0h h p

, получаем 
2= /

n n
h c n-

, где 

n
c

 — коэффициенты Фурье функции h¢¢. По неравенствам Коши–Буняковского и Бесселя 

= / <
n n

n h c n ¥å å
. Из (9) следует, что ряды для K , K ¢, K ¢¢ мажорируются рядами 

/
n

M h nå
, 1 n

M hå
, 2 n

M n hå
 соответственно, т.е. сходятся равномерно. Далее, 

(0) = 0
n

Z
, 

'(0) = 1
n

Z
, поэтому 

(0) = 0K
 и 

( )0 0
(0) = sin =

n
K h nx h x¢ å

: синусоидальный 

ряд функции h  сходится абсолютно и равномерно, а его сумма непрерывна и имеет те же 

коэффициенты Фурье, что и h . [7] 

Лемма 4.3 (прямая задача при 0f º ) Пусть выполнены (H2). Тогда ряд для 0
u

 в (13) сходится 

вместе с производными 0, 0, 0, 0,
, , ,

x xx t tt
u u u u

 равномерно в TQ
, и 

( )2,2

0 , Tx t
u C QÎ

.  
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В частности, 
( ) 2

0 0
, [0, ]u x C T× Î

, 
( ) ( )0 0 0

, 0 = , 0u x xj
, 

( ) ( )0, 0 0
, 0 =

t
u x xy

.  

Proof. Из (H2) и (4) трёхкратным интегрированием по частям получаем 

3(0)
n n

Cn dj -£
 с 

2 <
n

d ¥å  (неравенство Бесселя для 
( , 0)

xxx
j ×

), 

3( )
n

Cnj s -£
 равномерно по 

[ , 0]s tÎ -
, и 

2= /n
n

c ny -
%

 с 

2

<nc ¥å
%

. Тогда из (12) и леммы 1 следуют оценки 

( )4

0
( ) (0) /supt n n n

u t C n nj y -£ + +
, а из (11) при 0f º  — 

2 2

0 0 0
' | | sup

n n n
u a n u b u¢ £ +

. Поэтому 

2

0
sup <

n
n u ¥å

 и 0
sup ' <

n
u ¢ ¥å

, что даёт 

утверждение. [8] 

4.3  Интегральные уравнения 

Подставим 0
=x x

 в (13) и учтём (5). Получаем интегральное уравнение Вольтерра первого рода со 

свёрточным ядром:  

 
( )0 0

0
( ) ( ) = ( ) , , [0, ].

t

K t s f s ds g t u x t t T- - Îò
 (15) 

Так как 
(0) = 0K

, однократное дифференцирование (15) снова даёт уравнение первого рода 

( )0, 0
0

( ) ( ) = ( ) ,
t

t
K t s f s ds g t u x t¢ ¢- -ò

. Лишь после второго дифференцирования возникает 

слагаемое 
( )0

(0) ( ) = ( )K f t h x f t¢
, и при 

( )0
0h x ¹

 получаем уравнение Вольтерра второго рода  

 0
( ) ( ) ( ) = ( ), [0, ],

t

f t k t s f s ds F t t T+ - Îò
 (16) 

где  

 

( ) ( )
( )

( )

( )

2 2

0
= 10 0

0, 0

0

( ) 1
( ) = = sin ( ) ( ) ,

( ) ,
( ) = .

n n n
n

tt

K t
k t h nx a n Z t bZ t

h x h x

g t u x t
F t

h x

t
¥¢¢ é ù- + -ê úë û

¢¢ -

å

 (17) 

Для того чтобы (16) было эквивалентно (15), необходимо и достаточно условий (6): если 

[0, ]f C TÎ
 решает (16), то функция 

( ) 2

0 0
0

( ) = ( ) , ( ) ( ) [0, ]
t

t g t u x t K t s f s ds C TF - - - Îò
 

удовлетворяет 0¢¢F º  в силу (16), а 
(0) = (0) = 0¢F F

 в силу (6) и леммы 3; следовательно 

0F º , т.е. выполнено (15).[9] 

Теорема 4.1 Пусть выполнены условия (H1), (H2), 0
(0, )x pÎ

 и   

    • 
2[0, ]g C TÎ

, выполнены условия согласования (6);  

    • 
( )0

0h x ¹
.  
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Тогда при любом > 0T  обратная задача (1)–(3), (5) имеет единственное решение 
{ , }u f

, 

( )2,2

, Tx t
u C QÎ

, 
[0, ]f C TÎ

. Если 1 2
,f f

 — решения, отвечающие данным 1 2
,g g

 (при одинаковых 

, ,h j y ), то  

 
( )

[0, ]

1 2 [0, ] 1 2 [0, ]

0

' ' .

k T
C T

C T C T

e
f f g g

h x
¢ ¢- £ -

P P

P P P P

 (18) 

5  Доказательство теоремы 

1. Единственность. Пусть 1 1
{ , }u f

 и 2 2
{ , }u f

 — два решения. Положим 1 2
=v u u-

, 1 2
=f f f-

%
. 

Тогда  

 

2

= 0 0= = 0

( , ) = ( ) ( ),

= = 0, = 0, = 0,

tt xx

x t tx t

v a v bv x t f t h x

v v v v
p

t

£

- + -
%

 (19) 

 
( )0

, = 0, [0, ].v x t t TÎ
[10] (20) 

Для коэффициентов Фурье 
( )

n
v t

 функции v  получаем задачу (11) с нулевыми данными и правой 

частью 
( )

n
h f t

%
, откуда 

( )= *
n n n

v h Z f
%

. Так как 
2( , ) [0, ]v t C p× Î

 и 
(0, ) = ( , ) = 0v t v tp

, её 

синусоидальный ряд сходится к v  равномерно, и из (20), (14) получаем  

 

( ) ( )0 0
0 0

= 1

0 = , = sin ( ) ( ) = ( ) ( ) ,
t t

n n
n

v x t h nx Z t s f s ds K t s f s ds
¥

- -å ò ò
% %

 (21) 

(почленное интегрирование законно в силу равномерной сходимости (14)). По лемме 2 функция 

2[0, ]K C TÎ
, 

(0) = 0K
, 

( )0
(0) =K h x¢

. Дважды дифференцируя (21), приходим к 

однородному уравнению Вольтерра второго рода  

 0
( ) ( ) ( ) = 0, [0, ],

t

f t k t s f s ds t T+ - Îò
% %

 (22) 

где используется 
( )0

0h x ¹
. Из (22) следует 0

( ) ( )
t

C
f t k f s ds£ ò
% %

P P
, и по лемме Гронуолла 

0f º
%

. Тогда 
0

n
v º

 для всех n  и 0v º . Единственность доказана.[11] 

2. Существование. По леммам 2 и 3 и условию (H3) имеем 
[0, ]k C TÎ

, 
[0, ]F C TÎ

. Уравнение 

Вольтерра (16) с непрерывным ядром 
( )k t s-

 имеет (см. [11]) единственное решение 
[0, ]f C TÎ

; 

оно строится методом последовательных приближений  

 

(0) ( ) ( 1)

0
( ) = ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ) , = 1,2, ,

t
m mf t F t f t F t k t s f s ds m-- -ò K

 (23) 

причём 
( )( ) ( 1)( ) ( ) / !

m
m m

C C
f t f t F k t m-- £P P P P

, поэтому ряд 
( )(0) ( ) ( 1)

1

m m

m
f f f -

³
+ -å

 

сходится равномерно на 
[0, ]T

 при любом T .[12] 
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Подставим найденную f  в (13) и определим u . По леммам 1–3 и условию 
<

n
n h ¥å

 ряд (13) и 

ряды, полученные его почленным дифференцированием до второго порядка по x  и t , мажорируются 

сходящимися числовыми рядами (в частности, 
( ) ( )2

* 1
n C

Z f f M nT£ +P P
 и 

2 / =
n n

n h M n M n h×
). Следовательно, 

( )2,2

, Tx t
u C QÎ

. Подстановка в (1) даёт, с учётом (11) и 

sin = ( )
n

h nx h xå , равенство 
2 ( , ) = ( ) ( )

tt xx
u a u bu x t f t h xt- + -

; условия (2), (3) выполнены 

по построению. Наконец, в силу (6) и эквивалентности (16) и (15), проверенной в п. 4.3, выполнено 

(15), т.е. 
( )0

, = ( )u x t g t
.[13] 

3. Оценка устойчивости. Разность 1 2
=f f f-

%
 удовлетворяет уравнению 

( ) ( )1 2 0
* = ' ' /f k f g g h x¢ ¢+ -

% %
, откуда 

( )1 2 0
0

( ) ' ' /
t

C C
f t g g h x k f ds¢ ¢£ - + ò
% %

P P P P
, и по 

лемме Гронуолла получается (18). Теорема доказана. 

Замечание 5.1 (о роли условия 0
( ) 0h x ¹

) Условие (H4) существенно. Например, при 0
= / 2x p

, 

( ) = sin 2h x x
 имеем ,2

=
n n

h d
 и 

( )0 2
( ) = sin 2 ( ) 0K t x Z t º

; тогда 
( )0

,u x t
 не зависит от f , и 

единственности нет. Условие иррациональности 0
/x p

, которое иногда используют, чтобы 

гарантировать 
( )0

sin 0nx ¹
 при всех n , для доказанной теоремы не требуется. [14] 

Замечание 5.2 (о некорректности) Поскольку для построения F  необходимо дважды 

дифференцировать g , задача (1)–(3), (5) некорректна в паре пространств C –C ; устойчивость 

(18) имеет место лишь по норме 
2C  данных g . При наличии погрешности в g  необходима 

регуляризация [12].  

Замечание 5.3 (проверка при 0b = ) При = 0b  имеем 
( )( ) = sin /

n n n
Z t tw w

, т.е. 

( )0
( ) = sin sin( ) / ( )

n
K t h nx ant anå

 — классический случай без запаздывания, 
( )0

(0) =K h x¢
 

в согласии с формулой Даламбера.  

 

6  Алгоритм решения обратной задачи 

    1.  Вычислить коэффициенты Фурье n
h

, 
( )

n
j s

, n
y

 и функции 
( )

n
Z t

 по формуле (8) (или 

методом шагов).  

    2.  Найти 0
( )

n
u t

 по формуле (12) и 
( )0 0 0 0

, = ( ) sin
n

u x t u t nxå
; убедиться, что выполнены 

условия согласования (6).  

    3.  Вычислить 
( )g t¢¢

 (при зашумлённых данных — с регуляризацией) и 

( ) 2 2

0, 0 0 0 0
, = ( ) ( ) sin

tt n n
u x t a n u t bu t nxté ù- + -ê úë ûå

; составить 
( )F t

 и ядро 
( )k t

 по (17).  

    4.  Решить уравнение Вольтерра второго рода (16) методом последовательных приближений (23) 

или методом резольвент.  

    5.  Подставить найденную 
( )f t

 в (13) и восстановить поле 
( , )u x t

.  
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7  Обсуждение 

Основные особенности предложенного подхода:   

    • Метод Фурье сводит задачу с запаздыванием к последовательности обыкновенных уравнений с 

запаздыванием (11), решаемых явно через n
Z

; оценки леммы 1 равномерны по n  и позволяют 

обосновать сходимость рядов.  

    • Решающим условием является 
( )0

0h x ¹
 (замечание 1); задача сводится к уравнению второго 

рода лишь после двукратного дифференцирования дополнительных данных, поэтому требуется 
2g CÎ  и условия согласования (6).  

    • Запаздывание в уравнении (1) входит только через слагаемое 
( , )bu x t t-

 и не меняет главную 

часть оператора; оно влияет на структуру ядра k , но не на условие разрешимости.  

Результаты данной работы не содержат численных экспериментов; проверка алгоритма на тестовых 

примерах является предметом дальнейшей работы. 

Перспективы дальнейших исследований:   

    1.  случай переменного запаздывания 
= ( )tt t

;  

    2.  нелинейные функции источника 
( , )f t u

;  

    3.  многомерные области по пространственным переменным;  

    4.  совместное восстановление коэффициентов уравнения и функции источника;  

    5.  численная реализация и регуляризация при зашумлённых данных g . [15] 

 

8  Заключение 

Для одномерного гиперболического уравнения с постоянным запаздыванием рассмотрена обратная 

задача определения функции источника 
( )f t

 по значению решения в фиксированной внутренней 

точке. Задача сведена к интегральному уравнению Вольтерра первого рода, а затем — к уравнению 

второго рода относительно f . Доказаны существование и единственность решения и оценка 

устойчивости по норме 
2C  данных при условиях 

( )0
0h x ¹

, гладкости и согласования данных. 

Показано, что условие иррациональности 0
/x p

 не является необходимым, а условие 
( )0

0h x ¹
 

существенно. 
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