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 В настоящей работе обсуждается асимптотическая 

оптимальность одной весовой кубатурной формулы в 

пространстве 
  n

m

p KL . 
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Рассмотрим кубатурную формулу вида 

         
1

n

N

K

p x f x dx c f x





       (1) 

над пространством  Соболева    
  n

m

p KL , где 
nK   – n -мерный  единичный  куб. 

Обобщѐнная функция  

       
1

( )
n

N

N Kx p x x c x x





 


       (2) 

называется функционалом погрешности кубатурной формулы (1), 

          



N

K

N xfcdxxfxpxfx

n
1

,



  

является погрешностью кубатурной формулы (1),    np KLxp   весовая функция,  
nK x  - 

характеристическая функция nK , c  и 
 x  - коэффициенты и узлы кубатурной формулы (1) 

и  x  –  дельта-функция Дирака. 
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Определение. Пространство 
  n

m

p KL  - определяется как пространство функций заданных на 

n -мерном единичном кубе nK  и имеющие все обобщѐнные производные порядка m , 

суммируемые со степенью p  в норме (см. [1]) 

        

1

22!
,

!
n

p p

m

p n

mK

m
f x L K D f x dx



 

 
          
   

 

   (3) 

где  
1 2

| |

1 2

,
... n

m

n

D
dx dx dx



 


  1 2

1

, ! ! ! ... !.
n

j n

j

     


       

Справедлива следующая 

Лемма. Если для функционала погрешности (2) кубатурной формулы (1) выполняется условие 

Декартовых произведений, т.е. 

       nNNNN xxxx
n

  ...21 21
 

и 

      
* 1

0,1 ,i

i i

m

N i p i im

i

x L d d
N

 - константы,    (4) 

т.е. 

        *
0,1 ,i i

i

m m

N i p i ix L d O h d - константы,  1,i n ,  (5) 

то 

      
*

1

1
,

i

m

N p n n
m

i
i

x L K d

N


 


 d - константа,    (6) 

или 

       *m m

N p nx L K d O h  , 

где          
1

i

i

i i i

i

N

N i i k i i ix p x x c x x





 


   ,
1

n

i

i

d d


    и  nmmmm  ...21 . 

Доказательство ведем  методом математической индукции. 

Пусть 2n , тогда  21, xxx  , 21   , 21 mmm  , 21dxdxdx  , 

   21, xxfxf  ,    21, xxpxp    и       
1 21 2N N Nx x x  . 

Так как в дальнейшем мы будем использовать норму функции в одномерном случае то (3) при 

1n  принимает следующий вид. 
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       

1

1
*

0

0,1 , 1,2,..., .
i

i

i

p pm
m

i p i im

i

d
f x L f x dx i n

dx

   
   

   
    (7) 

Таким образом, имеем 

         
2 11 2 1 2 2 1 1 2, , , , , ,N N Nx x f x x x x f x x        

             2 2

2 1

*

2 1 1 20,1 , , 0,1
m m

N p N px L x f x x L    ,  (8) 

Вычислим следующую норму  

       2
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           1

1

*

1 2' 0,1 ,
m m

N p pd x L f x L K       (9) 

где  'd  - константа. 

Таким образом, из (8) и (9) получим: 

     2121 ,,, xxfxxN  

                 2 1

2 1

* *

2 1 2' 0,1 0,1 ,
m m m

N p N p pd x L x L f x L K     (10) 

Из (10), пользуясь определением нормы,  получим  

                 1 2

1 2

* *

2 1 2' 0,1 0,1 ,
m m m

N p N p N px L K d x L x L


    (11) 



  127  
 
   International Journal of Economy and Innovation  |  Volume 27  |  Gospodarka i Innowacje 

 
    
   Kielce: Laboratorium Wiedzy Artur Borcuch 

Copyright © 2022 All rights reserved International Journal for Gospodarka i 
Innowacje This work licensed under a Creative Commons Attribution 4.0  

Учитывая (4), на основании (11), имеем 

     
1 2

2 1 2

1 2

1
'

m

N p m m
x L K d d d

N N



    

т.е. 

          1 2
*

2 3

m m m

N px L K d O h O h ,   (12) 

где 3 1 2'd d d d   .  

Пусть теперь неравенство (6) справедливо при kn  , тогда на основании приведенных выше 

вычислений, получим  

 

         kkNN xxxfxxxxfx ,...,,,,...,,, 2121  

         
1 2 11 2 1 1 2, ,..., , , , ,.., ...

k kN k N k N N kx x x x f x x x
          

           1

1

* *

10,1 0,1 ...k k k

k k

x m m

N p N k pL x L 

     

       1

1 1 1 2... , , ,..., 0,1
m

N k px f x x x L     

                 1

1

* *

1 1'' 0,1 ...k

k

m m m

N k p N p p kd x L x L x f x L K    ,  (13) 

где ''d  - константа. 

Из (13), используя определение нормы функционала, будем иметь 

                 1

1

** *

1'' 0,1 ... 0,1k

k

mm m

N p k N p N k px L K d x L x L   .   (14) 

Тогда, с помощью  (4) неравенство (14) приводим к виду 

 

     
1 2

*

1 2

1
''

... k

m

N p k mm m

k

x L K d d
N N N

 


 

или  

         1'' ... km mm

N p kx L K d d O h O h


  , 

где 
1

k

i
i

d d


  . 

Используя справедливость утверждения леммы при kn   докажем, что утверждение 

выполняется при 1 kn .Учитывая (13) при 1 kn  оценим погрешность кубатурной 

формулы вида (1) 
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      121121 ,...,,,,...,,
1 kkN xxxfxxx

k
  

         
1 2 11 2 1 1 2 1, , ... , , , ,.., ...

k kN N N k N k kx x x x f x x x
         

           1

1

**

1 0,1 ... 0,1k

k

mm

N p N px L x L     

       1

1 1 1 2 1, , ,..., 0,1k

k

m

N k k px f x x x L 

     .    (15) 

Отсюда, как и выше, пользуясь определением нормы функционала, получим 

           1

1

* *'''

1 1 0,1 ...
m m

N p k N px L K d x L    

           1

1

* *

1... 0,1 0,1k k

k k

m m

N k p N k px L x L 

   .    (16) 

Из неравенств   (4)  и (16) имеем: 

     
11 2

*

1

1 2 1

1
'''

... k

m

p k mm mN
k

x L K d d
N N N 





  


   (17) 

или   

         11
*

1 ''' ... km mm

N p kx L K d d O h O h 

    , 

где 
1

1

k

i
i

d d



  . 

Обобщая полученные результаты, в заключение отметим, что  

     
1 2

*

1 2

1

... n

m

N p n mm m

n

x L K d
N N N

 


    (18) 

или учитывая (5), из (17) будем иметь 

 

         1
*

... nm mm

N p nx L K C O h O h  , 

т.е.        *m m

N p nx L K C O h  ,  где  
1

' '' '''
n

i
i

C d d d d


    . 

Лемма доказана. 

С помощью этой леммы легко доказывается следующая теорема. 

 

Теорема. Весовая кубатурная формула (1) с функционалом погрешности (2) при 

,...21 nNNN   NNi

n

i


1
  и mmmm n  ...21  является оптимальной 

по порядку сходимости над пространством 
   ,
m

p nL K  т.е. для нормы функционала 

погрешности (2) кубатурной формулы (1) имеет место равенство 
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     *
m

m n
N p nx L K O N

 
  

 
. 

Доказательство. 

На основе леммы при nNNN  ...21  имеем n
iN N , 1,2,...,i n . 

Итак,  

n

m
mmmm

i

n

i
NNN ni 





...
1

1

21 .    (19) 

Подставляя (19) в неравенство (18) получим 

     *
m

m n
N p nx L K C N



  ,      (20) 

Из теоремы Н.С.Бахвалова[3] и неравенство (20) следует доказательство сформулированной 

теоремы. 
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